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土壤风蚀过程的一类随机模型
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摘　要: 以土壤风蚀的随机理论为基础 ,建立了土壤风蚀的一类随机过程模型。 并求出了在任意时刻任一

类可风蚀物质的随机概率分布、数学期望 (平均风蚀量 )以及平均风蚀量的方差。 与前人的研究相比 ,该模

型不需要规定时间的长度 ,可以将影响风蚀的不同因素分为不同的类别 ,以便进行单一风蚀因子影响分析

或通过求出各因子之间的联合概率密度分布而进行综合分析。
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A Stochastic Model for Processes of Soil Wind Erosion
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2. Department of Mechanics, Lanzhou Universit y , Lanzhou 730000, Gansu Province , PRC )

Abstract: Based on the stochastic theories of soil wind erosion, a stochastic model fo r soil wind erosion is founded,

and the stochastic probability dist ributio ns, ex pectations and v ariations for som e kinds erodible soil particles at any

time are calculated. Compared with the former researches, the m odel do not need to limi t the length of the time,

and classified the facto rs which inf luence the wind erosion as different kinds. And throug h those can analy sis for

sing le factor o r through calculating the joint probability densi ty distributions of those factors and analysis the rela-

tionships of those factors synthetically.
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　　自 1965年 Woodruf f N. P和 Siddoway F. H提出

第一个风蚀预报模型
[1, 2 ]
以来 ,为精确地预报风蚀量 ,

有关学者在这一领域已经做出了近 40 a的不懈努

力。先后有美国、前苏联及澳大利亚等国的学者们根

据其本国的具体情况提出了相应的风蚀预报模型
[ 2]

。

迄今为止 ,大多数模型仅能预报某一时段和田块上的

平均风蚀状况 [1, 3 ] ,且通过给各风蚀因子赋予一特定

的平均值来实现。 但事实上 ,风蚀因子和风蚀量都具

有明显的时空变化特征 ,某一区域在某一时段内的风

蚀量往往是由几次严重风蚀事件所致 ,因而采用风蚀

因子的平均值和由此得出的平均风蚀状况不能精确

地反映单个的风蚀事件 ,在指导防止土壤风蚀实践方

面存在一定的不足。为了克服上述缺陷 ,许多学者通

过数值模拟等方法 [4, 5 ]来模拟风蚀过程 ,如 Skidmore

和 Bond等引入风蚀力矢量来反映风蚀量的时间变

化特征
[3 ]

, Cole在原土壤风蚀方程的基础上提出了日

风蚀量预报模型 [5 ]、田间风蚀量的风洞实验函数计算

模型
[6 ]

、随机模型
[7 ]

, Anderson等提出风蚀是一个随

机过程
[8— 9 ]

, Nassar等提出了风蚀的马尔可夫过程

模型 [10 ]。

风蚀是大气圈与土壤圈或岩石圈相互作用并受

生物圈和人类活动的干扰而形成的复杂的自然—经

济复合过程。无论是风蚀因子还是由此产生的风蚀过

程都具有时间和空间上的随机性 [ 10] ,如各等级风速

的出现具有韦布尔分布特征 [2 ]等。从理论上说 ,土壤

颗粒被风蚀是一个随机事件 ,因此 ,通过随机理论可

以模拟任一风蚀过程。 从风蚀的随机理论出发 ,建立

各风蚀因子的随机时空分布函数预报模型 ,可反映出

多种时空尺度上的风蚀状况。但由于风蚀过程的复杂

性 ,对其进行完全的模拟几乎是不可能的 ,因此 ,本文

仅从风蚀过程中最为简单的前提出发 ,通过一定的假

设和条件的简化 ,在起主导作用的风蚀因子作用下 ,

求出任意时刻风蚀量流失的概率分布、平均风蚀量和

方差等 ,建立土壤风蚀的一类随机方程模型。
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1　模型的建立与求解

考虑某一风蚀面上地表物质组成、植被覆盖度、

土体含水率、人为对地表的破坏、坡度等不同风蚀因

子所形成的复杂风蚀面。且做如下假定。

( 1)风蚀过程产生前 ,该风蚀面上有 m质量单元

数量可蚀土壤颗粒 [8, 9 ] ,且其因起主导作用的风蚀因

子不同而可分为 k类 ,即 S1 , S2 ,… Sk ;

( 2)当风力在一定的强度时 ,风蚀事件发生 ,可

蚀土壤颗粒的状态发生转移
[8, 11, 12 ]

,但由于各种因素

的制约 ,在时间间隔f内 ,当f→ 0时 ,至少 2质量单

元数量土壤颗粒以上被风蚀转移出该风蚀面的概率

h(f)为f的高阶无穷小量 ,即

h(f) /f→ 0　 (f→ 0) [8, 11 ] ;

( 3)一次风蚀过程中 ,在 t时刻时 Si ( i= 1, 2,…

k )类土壤颗粒的风蚀率为 di ( t ) ,从该风蚀界面外 Si

类土壤颗粒的迁入率为 λi ( t ) ;

( 4) xi ( t )表示 t时刻风蚀面上的 Si类颗粒的数

量 , i= 1, 2… k;

( 5) Px ( t )表示 t时刻风蚀面内有 x质量单元数

量土壤颗粒的概率 ,其中 x= (x 1 , x 2… ,xk )
T
。

根据以上假定 ,在时间 ( t , t + Δt )内 ,该风蚀面

上的可蚀土壤颗粒的转移概率如下:

xi → xi - 1,ai ( t )xiΔt + o(Δt )

xi → xi + 1,λi ( t )Δt+ o(Δt )
( 1)

由此 , Px ( t )满足如下微分方程:

d
dtP

x ( t ) = ∑
k

i= 1
ai ( t ) (xi + 1)Px+ e

i ( t ) +

∑
k

i= 1
λi ( t )Px- e

i ( t ) - ∑
k

i= 1
〔ai ( t )xi +

λi ( t )〕Px ( t ) ( 2)

式中: ei = ( 0,… , 1
i

, 0,… , 0)
T
k ; xi为非负整数 ; i= 1,

2,… ,k。

令 Gx ( t , z ) = ∑
x

z 1
x

1… zk
x
kPx ( t )表示 x的概率生成函

数 , ( 2)式两边同乘以 z 1
x

1… zk
x
k 并关于 x求和 ,则

Gx ( t , z )所满足的微分方程如下:

 
 t

Gx = ∑
k

j= 1
ai ( t )〔1 - zi〕

 
 zi

Gx +

∑
k

i= 1

λi ( t ) (zi - 1) Gx ( 3)

式中: z = (z 1… zk ) T。

( 3)式的方程为:

dt
1

=
dz 1

a1 ( t ) (z 1 - 1)
= … =

dzk

ak ( t ) (zk - 1)

=
dGx

∑
k

i= 1
λi ( t )〔zi - 1〕Gx

( 4)

共有 k+ 1个方程 ,前 k个方程为:

dzi

dt
= ai ( t )〔zi - 1〕 ,　 i = 1, 2,… ,k

由此解出:

zi = Ciai
- 1 ( t ) + 1,　 i = 1, 2,… k ( 5)

其中ai ( t ) = ex p -∫
t

0
ai (s ) ds ,　 i = 1, 2,… k

( 6)

最后一个方程为:

d
dt G

x - ∑
k

i= 1
λi ( t )〔zi - 1〕Gx = 0

其解为:

Gx = ex p∫
t

0∑
k

i= 1

λi (s )a- 1
i (s )Ci ds C ( 7)

设hi ( t ) =∫
t

0

λi (s )a
- 1
i (s ) ds ,　 i = 1, 2,… k

式中: C是 C1 ,C2 ,… Ck 的任意可微函数 H{C1 ,C2 ,

…Ck }。

将 ( 5)解出 Ci及 ( 7)代入 Gx , 则

Gx ( t , z ) = H{a1 ( t ) (z 1 - 1) ,… ,ak ( t ) (zk - 1) }  

　 　 exp ∑
k

i= 1
ai ( t ) (zi - 1)hi ( t )

由 Gx ( 0, z1 ,… , zk ) = z 1
m

1… zk
m
k知:

H{a1 ( 0) (z1 - 1) ,… ,ak ( 0) (zk - 1) } =

H{z1 - 1,… , zk - 1} = z 1
m

1… , zkmk　　

因此 ,

Gx ( t , z 1 ,… , zk ) = ∏
k

i= 1

〔1+ ai ( t ) (zi - 1)〕m
i  

ex p ∑
k

i= 1

ai ( t )hi ( t ) (zi - 1) ( 8)

　　由 t时刻风蚀面上 xi类颗粒数量 xi ( t )的概率生

成函数可得 xi ( t )的期望值和方差分别为:

E〔xi ( t )〕 =
 

 zi
Gx ( t , z 1 ,… zk )|z

1
= … z

k
= 1 =

ai ( t )〔mi + hi ( t )〕 ( 9)

Var〔xi ( t )〕 =
 2

 z2
i
Gx ( t , z1 ,… , zk )|z

1
= … z

k
= 1+

E〔xi ( t )〕 - E
2
〔xi ( t )〕 =

ai ( t ) {hi ( t ) + mi〔1 - ai ( t )〕} ( 10)

　　设该风蚀面上 t时刻时未被风蚀的颗粒总量为

x ( t ) ,且 x ( t ) = ∑
k

i= 1
xi ( t ) ,且 { x1 ( t ) ,… , xk ( t ) }为独立

随机变量 ,故

E〔x ( t )〕 = ∑
k

i= 1

E〔xi ( t )〕 =

20　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　水土保持通报　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　第 21卷



∑
k

i= 1
ai ( t )〔mi + hi ( t )〕 ( 11)

Var [x ( t ) ] = ∑
k

i= 1

Var〔xi ( t )〕 =

∑
k

i= 1

ai ( t ) {hi ( t ) + mi〔1 - ai ( t )〕} ( 12)

　　就 xi ( t )的期望和方差的极限情形而言 ,假定:

lim
t→+ ∞∫

t

0

ai (s ) ds = + ∞

且

　　 lim
t→+ ∞

λi ( t )
ai ( t )

= Ci ( const ) , i = 1, 2,… k

则有:

lim
t→+ ∞

E〔xi ( t )〕 = lim
t→+ ∞

miai ( t ) + lim
t→+ ∞

ai ( t )hi ( t )

= lim
t→+ ∞

λi ( t )
ai ( t )

= Ci ( 13)

lim
t→+ ∞

Var〔xi ( t )〕 = lim
t→+ ∞

ai ( t )hi ( t ) + mi lim
t→+ ∞

ai ( t )

〔1 - ai ( t )〕 = lim
t→+ ∞

λi ( t )
ai ( t )

= Ci ( 14)

　　由此可以看出 , x ( t )在 t→+ ∞近似于 Poisson

分布 ,且 t时刻时风蚀面上有 x质量单元数量的未被

风蚀的土壤颗粒的概率分布 Px ( t )可由下式表出:

Px ( t ) =
 x

1
+ x

2
… x

k

 z 1
x

1… zkxk
Gx|z

1
= …z

k
= 0 /x 1! … xk! ( 15)

2　讨　论

( 1) 若风蚀率 ai ( t )和外界向该风蚀面内的物质

迁入率λi ( t )均不依赖于时间 t ,则:

ai ( t ) = ex p -∫
t

0

ai ds = e
- a

i
t

( 16)

hi ( t ) =∫
t

0

λia- 1
i (s ) ds = λi∫

t

0

eaisds =

λi

ai
〔eai t - 1〕 ( 17)

　　 t时刻时风蚀面上未被风蚀的 Si 类土壤颗粒的

期望为:

E〔xi ( t )〕 = e
- a

i
t
〔mi +

λi

ai
( e

a
i
t

- 1)〕 =

λi

ai
+ (mi -

λi

ai
) e- a

i
t ( 18)

方差由下式表出:

Var〔xi ( t )〕 = e- a
i
t〔

λi

ai
(eai t - 1) +

mi ( 1 - e
- a

i
t
)〕 =

λi

ai
( 1 - e

- a
i
t
) +

mi ( e
- a

i
t

- e
- 2a

i
t
) ( 19)

就极限情形而言:

E〔xi (∞ )〕 =
λi

ai
( 20)

Var〔xi (∞ )〕 =
λi

ai
( 21)

　　由此可以看出:当 ai ( t ) ,λi ( t )不依赖于时间 t时 ,

亦即外界可风蚀物质的迁入与风蚀率及时间 t不相

关时 ,则 si类可风蚀土壤颗粒中未被风蚀的数量取决

于该类可蚀颗粒的初始数量、风蚀率和迁入率 ;这一

结论已被大量的实验数据所论证。

当 t→+ ∞时 ,xi的极限期望为风蚀率与迁入率

的比值。

( 2)当λi ( t ) ≡ 0,即外界没有可蚀物质迁入时 , si

类的未被风蚀的平均数量:

E〔xi ( t )〕 = mi　ai ( t ) =

mi ex p -∫
t

0

ai (s) ds , i = 1, 2,… k ( 22)

　 　上式为依赖于时间 t的指数函数 ,并随时间的推

移系统内未被风蚀掉的土壤颗粒数量呈指数衰减。

( 3) 一般情形: 假设当 E〔xi ( t )〕 ≤ C , (C =

const )

即: 风蚀量的数学期望在一定值内时 ,

e- a
i
t ≤

C -
λi

ai

mi -
λi

ai

=
Cai - λi

mi ai - λi
,

亦即:

t≥
1
ai

〔ln(
Cai - λi

miai - λi
)〕时 ,第 i类因子作用下被风

蚀的颗粒数的期望为 E〔xi ( t )〕。

3　模型验证

为说明本模型的可靠性 ,现采用 Fan和 Disrud

( 1977)
[13 ]
在风洞实验中所取得的数据对模型予以验

证 . Fan和 Disrud ( 1977)采用 2. 5 cm深 , 40 cm宽 ,

100 cm长的沙盘在一定风速下对松散沙物质的风蚀

状况进行实验。在每一确定风速段后 ,风蚀总量被测

定。 因此 ,对本模型而言 , Fan和 Disrud ( 1977)数据

可被看作是当外界迁入率λ( t )为 0,且只有唯一主导

风蚀因子—— 沙物质粒度组成时的情况。

由表 ( 1)可以看出: 应用本模型所得出的预报结

果具有较高的可靠性 ,与以往的对风蚀量的计算和预

报相比 ,应用本模型所得出的结果与实际更为接近 ,

具有更大的实际意义。
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表 1　 Fan和 Disrud ( 1977) 的部分数据及应用本模型的模拟结果

风　速 /( cm· s- 1 ) 吹蚀时间 /s 实测风蚀量 /g 未被风蚀总量 /g 风蚀率 /( g· s- 1 ) 未被风蚀总量模拟结果 /g①

1 500 60 3 290. 0 16 280. 0 0. 002 8 16 543. 6± 2 258. 4

1 600 60 3 728. 7 15 841. 3 0. 003 2 16 151. 3± 2 821. 5

1 700 60 4 496. 0 15 074. 0 0. 003 8 15 580. 2± 3 176. 4

1 800 30 2 833. 0 16 737. 0 0. 004 8 16 945. 4± 2 272. 6

1 900 30 3 358. 7 16 211. 3 0. 005 7 16 494. 0± 2 592. 5

　　注: ①为方程 ( 18) , (19) ,外界迁入率λ( t )为 0。

4　结　论

本文以土壤风蚀的随机理论为基础 ,将复杂的风

蚀过程和风蚀因子在一定的前提下进行简化。计算了

一定风蚀面上可蚀土壤颗粒的随机概率分布、期望和

方差等。本模型与 Nassar ( 1984)所提出的随机模型

相比 , Nassar主要考虑风蚀过程中悬移、跃移和蠕移

3种风蚀状态之间的转移 ,对被风蚀颗粒是否被转移

出界外并未深入探讨 ,而且也并未考虑外界可蚀性颗

粒向系统内转移的过程。一般而言 ,在一次风蚀过程

中 ,在一定的风蚀面上不仅有土壤颗粒被风蚀的现

象 ,而且其逆过程即外界向该风蚀面内迁入可蚀颗粒

的现象也同时发生 ,土壤风蚀是一种双向的输入、输

出过程。此外 ,由于土壤风蚀过程在极大程度上受外

界环境的制约 ,在一次随机性的风蚀过程中 ,起作用

的风蚀因子如降水、植被、坡度和颗粒粒度组成等随

时间、环境等因素的变化而变化 ,起主导作用的风蚀

因子必不相同。因此 ,在本模型中将起主导作用的风

蚀因子分为不同类别较为合理。

在对土壤风蚀过程的建模和数值模拟中 ,仍有许

多工作必须进行下去。 就本文而言 ,仅是对土壤风蚀

建立模型过程中的一次尝试。
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