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考虑尺度效应的土壤溶质运移动力学特征分析
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摘　要：［目的］为了了解土壤环境中弥散尺度效应、动力学吸附等作用对溶质运移过程的影响。［方法］

应用Ｌａｐｌａｃｅ变换方法和复变函数理论推得溶质运移动力学模型的解析解。利用Ｄｅ　Ｈｏｏｇ数值反演方法，

验证解析解的正确性，利用解析解分析溶质在土壤中的运移特征。［结果］解析解的计算结果与反演函数

Ｆｏｕｒｉｅｒ级数项数２　Ｎ 较大（Ｎ＝５００）时的Ｄｅ　Ｈｏｏｇ数值计算结果吻合很好；土壤溶质浓度随尺度效应的增

强、吸附作用及生物降解作用的减弱而增大；分子扩散、一阶动力学吸附以及吸附相溶质降解作用对溶质

运移变化影响较小。［结论］所推求解析解是正确的；土壤溶质运移的弥散尺度效应，溶质在液相和吸附相

间的线性分配作用及溶质在液相中的降解作用是影响土壤溶质运移过程的主要因素。
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　　水土环境污染是一个受到广泛关注的问题。污
染物、盐分等溶质在土壤中运移、转化是一个复杂过
程。因此，探求溶质运移机理，建立适当的模拟模型
并寻求准确解，对分析预测溶质在水土环境中的运移
范围和分布特征至关重要，对预测和防治水土环境污
染、土壤盐渍化具有重要意义。对流—弥散方程是描

述土壤中溶质运移规律的基本方程，但是土壤对溶质
吸附而产生的延迟作用以及土壤非均质性结构产生

的弥散尺度效应常常被概化为常数去处理［１－２］，这往
往是不合适的［３－５］，不能反映实际农业水土环境污染、

施肥过程中溶质运移转化的动力学特征。由于土壤
结构的多尺度特性，实际中土壤呈非均质特性，弥散
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度随溶质运移距离而变化［３，６－８］。基于此，人们将弥散
度表示为土壤溶质运移距离的函数。参考文献［７—

９］将弥散度表示为土壤溶质运移距离的线性函数，在
考虑线性吸附或无吸附时，通过Ｌａｐｌａｃｅ变换得到了
溶质运移问题的解析解。高光耀等［１０］通过Ｌａｐｌａｃｅ
变换及Ｄｅ　Ｈｏｏｇ方法［１１］得到了注水井附近反应性溶
质运移问题的数值反演解。Ｃｈｅｎ等［１２］用溶质运移
距离的渐进函数表示弥散度，通过Ｌａｐｌａｃｅ变换得到
了溶质运移问题的幂级数解。Ｋｕｍａｒ等［１３］将孔隙水
流速度及水动力弥散系数都表示为距离的函数，利用
积分变换技术得到非均质土壤中溶质运移问题的解

析解。Ｐｅｒｅｚ等［１４］考虑了线性平衡吸附作用，利用积
分变换得到非均质土壤中的溶质运移问题的幂级数

解。土壤颗粒对溶质吸附不是瞬时完成的，而是一个
缓慢的过程，常表现为非平衡动力学特性。因此，预
测、分析土壤溶质运移过程时，考虑土壤颗粒对溶质
的动力学吸附特性非常重要［５，１５－１７］。

本文在充分考虑对流弥散、非平衡动力学吸附及
微生物降解等条件下，建立水土环境中考虑尺度效应
的溶质运移转化的动力学模型。利用Ｌａｐｌａｃｅ变换
及解析反演方法得到模型的解析解，并对水动力弥
散、动力学吸附及生物降解等作用对溶质运移过程的
影响做进一步的分析，以期为土壤环境治理以及合理
施肥等提供理论依据。

１　数学模型

１．１　土壤溶质迁移的控制方程
溶质在土壤中的运移、转化包括对流、弥散、吸附

和微生物降解等过程。基于水动力弥散理论的对
流—弥 散 方 程 （ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ　ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ　ｅｑｕａｔｉｏｎ，

ＣＤＥ）［１］，设溶质弥散系数随运移距离变化、溶质吸附
过程满足一级动力学吸附方程，液相和吸附相中的溶
质均满足一阶降解方程，则可得非均质土壤中溶质运
移的控制方程：

ｃ
ｔ＋

ρ
θ
ｓ
ｔ＝


ｚ
〔Ｄ（ｚ）ｃｚ

〕－ｖｃｚ－μｃ－
ρ
θμ１ｓ

（１）

ｓ
ｔ＝ｋ

（ｋｄｃ－ｓ）－μ１ｓ （２）

式中：ｃ———液相溶质浓度（ｇ／ｃｍ３）；ｓ———吸附相溶
质浓度（ｇ／ｇ）；θ———土壤体积含水量（ｃｍ３／ｃｍ３）；

ρ———土壤干容重（ｇ／ｃｍ
３）；Ｄ（ｚ）———水动力弥散系

数（ｃｍ２／ｄ）；ｖ———土壤水平均孔隙流速（ｃｍ／ｄ）；

μ———液相溶质降解速率系数（１／ｄ）；μ１———吸附相
溶质降解速率系数（１／ｄ）；ｋ———一阶动力学吸附速
率系数（１／ｄ）；ｋｄ———液相和吸附相间溶质分配系数

（ｃｍ３／ｇ）；ｔ———时间（ｄ）；ｚ———溶质运移距离（ｃｍ）。
实际中，由于非均质土壤中溶质运移的弥散系数

是随溶质运移的距离而变化的［３，７－８］。水动力弥散系
数可表示为：

　　Ｄ（ｚ）＝ａｚｖ＋Ｄ０ （３）
式中：Ｄ０———分子扩散系数（ｃｍ２／ｄ）；ａ———经验参数。

Ｈｕａｎｇ等［８］认为反映土壤非均质特性的参数ａ
的变化范围为０≤ａ≤１。

１．２　定解条件
稳态条件下，考虑半无限土柱内的溶质运移情况

设容质的初始浓度为０，溶质运移的上边界条件为浓
度已知边界。
初始条件：ｃ（ｚ，０）＝ｓ（ｚ，０）＝０ （４）
上边界条件：ｃ（０，ｔ）＝ｃ０　（ｔ＞０） （５）
其中ｃ０为输入溶质浓度。

下边界条件：ｄｃ
ｄｚ｜ｚ→∞＝０　

（ｔ＞０） （６）

２　解析解的推导

将式（３）代入式（１）可得

ｃ
ｔ＋

ρ
θ
ｓ
ｔ＝

（ａｚｖ＋Ｄ０）

２ｃ
ｚ２
＋（ａ－１）ｖｃｚ－μｃ－

ρ
θμ１ｓ

（７）

对式（７）和式（２）分别作Ｌａｐｌａｃｅ变换得

ｐ珋ｃ＋ρθｐ
珋ｓ＝（ａｚｖ＋Ｄ０）

２珋ｃ
ｚ２
＋

（ａ－１）ｖ
珋ｃ
ｚ－μ

珋ｃ－ρθμ１
珋ｓ

（８）

ｐ珋ｓ＝ｋ（ｋｄ珋ｃ－珋ｓ）－μ１珋ｓ，即珋ｓ＝
ｋｋｄ珋ｃ

ｋ＋ｐ＋μ１
（９）

式中：珋ｃ———ｃ的 Ｌａｐｌａｃｅ变换；珋ｓ———ｓ的 Ｌａｐｌａｃｅ变
换；ｐ———Ｌａｐｌａｃｅ变换参数。
将式（９）代入式（８）得

（ａｚｖ＋Ｄ０）
２珋ｃ
ｚ２
＋（ａ－１）ｖ

珋ｃ
ｚ－

（ρｋｋｄｐ＋μ１
θ（ｋ＋ｐ＋μ１）

＋ｐ＋μ）珋ｃ＝０
（１０）

令ａｚｖ＋Ｄ０＝η
２，即ｚ＝η

２－Ｄ０
ａｖ

，式（１０）变为

２珋ｃ
η

２＋（１－
２
ａ
）１
η
珋ｃ
η
－

４
ａ２ｖ２

（ρｋｋｄｐ＋μ１
θ（ｋ＋ｐ＋μ１）

＋ｐ＋μ）珋ｃ＝０
（１１）

式（１１）为γ＝１ａ
阶虚宗量Ｂｅｓｓｅｌ方程，通解为［１８］

珋ｃ（η，ｐ）＝ηγ［Ａ（ｐ）Ｋγ（λη）＋Ｂ（ｐ）Ｉγ（λη）］ （１２）
其中，Ａ（ｐ）、Ｂ（ｐ）为待定函数，Ｉγ（λη），Ｋγ（λη）
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分别为γ阶第一、二类虚宗量Ｂｅｓｓｅｌ函数。

　　　　　　　λ＝２ａｖ
ｋｋｄρ（ｐ＋μ１）
θ（ｋ＋ｐ＋μ１）

＋ｐ＋槡 μ＝
２
ａｖ

（ｐ－ｐ１）（ｐ－ｐ２）
（ｐ－ｐ３槡 ） （１３）

　　　　　　　ｐ１，２＝１２

－（ｋｋｄρθ ＋ｋ＋μ＋μ１）

± （ｋｋｄρ
θ ＋ｋ＋μ＋μ１）

２－４ｋｋｄρμ１θ －４μ（ｋ＋μ１槡

烒

烓

烖

烗
）

（１４）

　　ｐ３＝－（ｋ＋μ１） （１５）
已知ｐ１＜ｐ３＜ｐ２＜０。
根据边界条件式（６）及Ｉγ（λη）的性质可得Ｂ（ｐ）

＝０，从而

　　珋ｃ（η，ｐ）＝ηγＡ（ｐ）Ｋγ（λη） （１６）
对式（５）作Ｌａｐｌａｃｅ变换得

珋ｃ（η０，ｐ）＝
ｃ０
ｐ　

（η０＝ Ｄ槡 ０） （１７）

结合式（１６），（１７）可得Ａ（ｐ）＝
ｃ０

ｐη０Ｋγ（λη０）
，从

而方程（１），（２）在定解条件（３）—（５）下的Ｌａｐｌａｃｅ变
换解为

珋ｃ（η，ｐ）＝ η
η（ ）０

γｃ０Ｋγ（λη）
ｐＫγ（λη０）

（１８）

对Ｌａｐｌａｃｅ变换解式（１８）可通过解析反演、数值
反演得到实变函数解。对于数值反演，只有选取适当
参数时，才能加快收敛速度，避免出现数值弥散和震
荡的现象。本文利用复变函数理论推求解析解。
对式（１８）作Ｌａｐｌａｃｅ逆变换得

ｃ（η，ｔ）＝
１
２πｉ∫

Γ＋ｉ∞
Γ－ｉ∞珋ｃ（η，ｐ）ｅｐ

ｔｄｐ （１９）

由式（１３），（１８）可知珋ｃ（η，ｐ）有４个分支点ｐ１，

ｐ２，ｐ３，∞，取复平面上负半轴到点ｐ２为分支割线，可
得函数珋ｃ（η，ｐ）的单值分支。选取适当的积分路径，
根据复变函数理论可得定解条件（３），（４），（５）下，考
虑尺度效应的土壤溶质运移模型（１），（２）的解析解：

　　　　ｃ
（ｚ，ｔ）
ｃ０ ＝ η

η（ ）０
γ Ｋγ（λ０η）
Ｋγ（λ０η０）

＋２π∫
－ｐ槡 ３
－ｐ槡 ２
＋∫＋∞

－ｐ槡 １

Ｊγ（ｌη）Ｙγ（ｌ１η０）－Ｊγ（ｌη０）Ｙγ（ｌη）
（Ｊγ（ｌη０））

２＋（Ｙγ（ｌη０））
２

ｅ－ｘ
２ｔ

ｘ ｄ〔 〕｛ ｝ｘ （２０）

　　 η＝ ａｚｖ＋Ｄ槡 ｍ，η０＝ Ｄ槡 ０，ｌ＝２ａｖ
（ｘ２＋ｐ１）（ｘ２＋ｐ２）

（ｘ２＋ｐ３槡〔 〕）
式中：ｘ———积分变量；Ｊγ（ｌη）———γ阶第一类Ｂｅｓｓｅｌ
函数；Ｙγ（ｌη）———γ阶第二类Ｂｅｓｓｅｌ函数。

３　结果与分析

利用数值反演解验证所推解析解式（２０）的准确
性，并运用解析解式（２０）对土壤溶质运移变化规律以
及相应参数对溶质运移过程的影响作分析研究。参
考文献［９，１４，１７］，设置相应参数为：ａ＝１，Ｄ０＝
１（ｃｍ２／ｄ），θ＝０．４，ρ＝１．２（ｇ／ｃｍ

３），ｖ＝２５（ｃｍ／ｄ），

ｋ＝１（１／ｄ），ｋｄ＝０．１（ｃｍ３／ｇ），μ＝０．１５（１／ｄ），μ１＝
０．１５（１／ｄ）。依据数值反演的方法［１０－１１］和所推得的
解析方法，利用 Ｍａｔｌａｂ编程绘制图１，２。由图１，２
可见，反演函数的Ｆｏｕｒｉｅｒ级数的项数２　Ｎ 较小（Ｎ＝
２０）时计算结果会出现数值弥散和震荡的现象，Ｎ 值
较大（Ｎ＝５００）时计算结果稳定且和解析解的计算结
果吻合很好。说明所推求解析解合理，可用于溶质运
移变化规律的分析。

３．１　溶质在土壤中的分布规律
依据式（２０），分别取距离ｚ＝１０，３０，５０ｃｍ，用

Ｍａｔｌａｂ编程绘制图１，即不同长度（１０，３０，５０ｃｍ）土
柱的溶质运移穿透曲线。由图１可见，穿透曲线基本

可分两阶段。前一阶段曲线斜率较大，表明土壤中各
点处的溶质浓度在前期都随时间的增加而增加；后一
阶段曲线斜率逐渐减小，趋近于０，这时溶质浓度都
逐渐稳近于某一水平。而溶质在靠近输入口处达到
固定水平的时间要短一点，即近距离处溶质完全穿透
的时间短。同时可见，较短土柱出口处的溶质浓度增
加的速度很快，随着土柱长度的增加，溶质浓度增加
的速度变缓，并且溶质穿透曲线逐渐下移。这是因为
溶质向远处运移过程中，土壤颗粒吸附过程对溶质运
移行为起到延迟作用，同时生物降解过程降低了溶质
浓度，浓度梯度变小，使溶质运移速度变缓。

图１　不同距离处溶质穿透曲线
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依据式（２０），分别设置时间ｔ＝１，３，５ｄ，用Ｍａｔ－
ｌａｂ编程绘制图２，即不同时刻（１，３，５ｄ）的溶质运移
的剖面分布曲线。由图２可见，各时刻的溶质分布曲
线都随着距离的增加而递减到０。同时随着时间的
增加，溶质分布曲线递减的速度变缓，并且逐渐上移。
这是因为溶质的连续输入，溶质逐渐运移到远处，使得
远处溶质浓度小于近处的浓度；又因为溶质在远处逐
渐积累的作用，溶质浓度随时间逐渐增大，同时使得浓
度梯度逐渐变小，溶质运移速度变得越来越缓慢。

图２　不同时间溶质分布曲线

３．２　参数对土壤溶质运移的影响分析
设孔隙水流速度为ｖ＝２５ｃｍ／ｄ，依据解析解式

（２０），用 Ｍａｔｌａｂ编程绘制时间为ｔ＝２ｄ的溶质运移
剖面分布曲线图，分析尺度效应、吸附系数及降解系
数对土壤溶质运移过程的影响。
图３为不同经验常数ａ，分子扩散系数Ｄ０值对应

的土壤溶质浓度的剖面曲线。由图３可见，经验常数ａ
值越大，对应靠近输入口处的溶质浓度越小，而其对应
的离输入口较远处的溶质浓度高于较小经验常数ａ值
的情况；同时可见，溶质的运移锋面越远。这是因为
经验常数ａ值越大，土壤溶质运移的尺度效应更强，
土壤分散溶质的能力更大，溶质向远距离处运移的速
度更快，溶质运移的范围更大，从而相对较小经验常
数ａ值的情况，近距离处溶质浓度快速下降，而较远
处溶质浓度渐渐累积上升。经验常数ａ值固定，分子
扩散系数Ｄ０值增大时溶质浓度剖面曲线逐渐上移。
这是因为分子扩散系数Ｄ０值越大，分子扩散作用越
强，土壤溶质扩散范围增大，浓度升高，但是变化幅度
不大。由此可见，土壤溶质运移的尺度效应引起的机
械弥散作用在溶质运移过程中起着主要作用。
图４为不同一阶动力学吸附速率系数ｋ、液相和

吸附相间溶质分配系数ｋｄ值对应的土壤溶质浓度的
剖面曲线。由图４可见，土壤对溶质有吸附作用时比
无吸附作用（ｋ＝０、ｋｄ＝０）时的溶质浓度剖面曲线低，
这是由于溶质被土壤颗粒吸附而降低了液相中溶质

的浓度。随着一阶动力学吸附速率系数ｋ、液相和吸
附相间溶质分配系数ｋｄ值的增大，溶质浓度曲线都
下移。这是由于一阶动力学吸附速率系数ｋ值、液相
和吸附相间溶质分配系数ｋｄ值增大时，土壤对溶质
的吸附作用加强，吸附在土壤颗粒上的溶质量在增
加，同时液相中溶质的量在减少，溶质浓度降低；一阶
动力学吸附速率系数ｋ值增大时溶质浓度曲线下移
幅度比液相和吸附相间溶质分配系数ｋｄ值增大时的
溶质浓度曲线下移幅度小，这说明液相和吸附相间溶
质分配系数ｋｄ值对溶质浓度影响比一阶动力学吸附
速率系数ｋ值对溶质浓度影响要大，吸附过程中以溶
质在液相和吸附相间的分配作用为主。

图３　不同ａ，Ｄｍ值对应的土壤溶质浓度分布曲线

图４　不同ｋ，ｋｄ值对应的土壤溶质浓度分布曲线

图５为不同液相溶质降解速率系数μ，吸附相溶
质降解速率系数μ１值对应的土壤溶质浓度的剖面曲
线。由图５可以看出，溶质浓度分布曲线都随着液相
溶质降解速率系数μ，吸附相溶质降解速率系数μ１值
的增大而逐渐下移。这是因为当降解系数增大时，
溶质降解的速率增大，土壤溶质含量减少，溶质浓度
降低；液相溶质降解速率系数μ对溶质运移变化影响
很大，而吸附相溶质降解速率系数μ１对溶质运移变
化基本上没有影响。这是由于吸附相溶质含量比液
相的要少得多，当液相溶质降解速率系数增大时，液
相中的溶质降解量相对增加很大，从而使土壤溶质浓
度降低很多。由此可见，降解过程中溶质在液相中的
降解起主要作用。
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图５　不同μ，μ１值对应的土壤溶质浓度分布曲线

４　结 论

充分考虑对流弥散、非平衡动力学吸附、微生物
降解等情况下，建立了考虑尺度效应的土壤溶质运移
的动力学模型。并采用Ｌａｐｌａｃｅ变换和复变函数等
理论，在连续输入条件下推得模型的解析解。利用

Ｄｅ　Ｈｏｏｇ数值反演方法对解析解进行验证，并分析
了弥散、吸附和降解等作用对溶质运移过程的影响。
结果表明，本研究所得解析解是正确的，可用于土壤
溶质运移过程的模拟，为实际应用提供理论依据；土
壤溶质运移的尺度效应在溶质运移过程中起着主要

作用，经验参数ａ值越大，对应靠近输入口处的溶质
浓度越小，而远离输入口处的溶质浓度越高，溶质分
布范围更广，溶质的运移锋面更远；溶质浓度随一阶
动力学吸附速率系数ｋ，液相和吸附相间溶质分配系
数ｋｄ值的增大而降低，而受液相和吸附相间溶质分
配系数ｋｄ值的影响更大，吸附过程中以溶质在液相
和吸附相间的分配作用为主；溶质浓度也随着液相溶
质降解速率系数μ，吸附相溶质降解速率系数μ１值的
增大而降低，而受液相溶质降解速率系数μ值的影响
更大，降解过程中溶质在液相中的降解起主要作用。
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